Estimating City Rank-Size Equations by Nonlinear Least-Squares Method by 奥井,正俊
宇都宮大学教育学部紀要
第65号　第１部　別刷
平成27年（2015）３月
非線形最小二乗法による都市順位‐規模式の推定
奥　井　正　俊
非線形最小二乗法による都市順位‐規模式の推定Estimating City Rank-Size Equations by Nonlinear Least-Squares Method
OKUI Masatoshi
31
ま　え　が　き
本稿は栃木県域を事例として都市規模分布の経年変化について考察し，群としての都市の動態を
明らかにしようとする実証研究の試みである。こうした研究課題については都市規模分布の状態を
適切に単純化しうる，ジップの順位法則からのアプローチが有用である。このアプローチをとる場
合，ジップ式を変数変換で書きかえた線形対数式を通常最小二乗法（OLS）によって推定する，と
いう分析の手続きが先行研究の常であったといえる。これに対して本稿では，伝統的な方法に加え
て，式の変数変換を要しない方法，すなわちジップ式からの非線形式を非線形最小二乗法（NLS）
によって直接に解く，という方法を併用しつつ研究課題に接近してみよう。
１．モデルと推定法
周知のとおり，地理学者アウエルバッハ（F. Auerbach） は，1913年，一国または一地域における
都市の人口数を大きなものから小さなものに順位をつけて並べた場合，人口数（size）とその順位
（rank）との積は一定になるとの法則性を経験的に見出した。すなわち，都市 i の人口順位をRi ，  都
市 i の人口数をPi とすれば，都市人口数と順位との間には
（1）　　　　 RiPi＝M
という関係が存在する（Mは定数）。本式はアウエルバッハの順位法則と呼ばれる関係式である（舘, 
1960, pp.456-457）。
その後，言語学者ジップはアウエルバッハの順位法則にヒントを得て，次式を提示した（Zipf, 
1949, pp.365-366, p.374）。それは
（2）　　　　 Ri
aPi＝B
である（B，aはパラメータ）。ジップの順位法則と呼ばれる（2）が（1）の一般化を図ったものである
ことは明らかである。このジップ式（2）を改書すれば，
（3）　　　　 Pi＝BRi
–a
との古典的な非線形式となる。主として地理学者が用いる都市順位‐規模式は（3）である。他方，
所得分布のパレート法則を下敷きにすれば，（2）は
（4）　　　　 Ri＝APi
–b
として改書できる（A，bはパラメータ）。都市経済学者たちの都市順位‐規模式は，多くの場合，
このようなパレート式である。以上の（3），（4）は２個の共通変数から構成されるモデル族であり，
両式の意味するところに変わりはない。
ところで，ジップの順位法則に由来する数式モデルが長年にわたって都市規模分布の研究で使用
されてきたのは，まさに鈴木（1973）が指摘したとおり，この法則が実際にきわめてあらわれや
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すく，整然とした形態を有し，都市群のなかに潜在する性質をパラメータの形で定量的に摘出でき
るからに他ならない。それだからこそ，式の推定法のいかんは重要な意味をもつ。
従来，式の推定においてはOLSをごく普通に用いている。すなわち，（3）はパラメータに関して
１次式ではないから，両辺を対数変換により
（5）　　　　 logPi＝logB−alogRi
と変形し，この線形対数式にOLSを適用する。こうして求まる切片係数と傾き係数のパラメータ値
をもとの（3）に戻せば，逆対数式となる。これにより，第１位都市の計算上の人口数 B が定まる。
ただし（5）の逆対数式は誤差項をもたない見かけ上のモデルであり，説明の補足手段でしかない。
ともあれ，変数変換と線形対数式の仮定からOLSの適用へと続く統計分析の流れは，現在もなお都
市順位‐規模式推定の標準的コースとなっている（Soo, 2005；小西・西山, 2008）。
しかしながら，パラメータに関して１次式ではない（3）を，実験科学分野で広く用いられるNLS
によって解くことはもとより可能である。NLSはOLSと同じくあてはめ（data fitting）のツールで
あり，その目的は残差二乗和の極小点の探索にある。その際，OLSが一意的にパラメータ値を推定
するのに対して，NLSは線形近似のパラメータ値を反復計算で次第に改良しながら推定する。
こうしたことから本稿では，上述した両法を併用して都市順位‐規模式（5）と（3）を推定してみ
よう。そのため，現在インターネット上で公開されているフリーソフトウェアのＲ環境・統計パッ
ケージから，OLS用のlm（ ）関数およびNLS用のnls（ ）関数を受信して用いる。後者の最適化アルゴ
リズムとしては既定のガウス・ニュートン法以外に選択の余地はないけれども，この算法は，（3）
のような非線形性が比較的小さなモデル関数に対して効力を発揮し，良好な結果を与えることが知
られている（中川・小柳, 1982, pp.97-101, p.123）。
いま試みに，2013年の日本全国における人口20万以上の115市の人口数１）とその順位の関係式を
推定してみよう。まずは順位規模分布の資料集合に対して線形対数式（5）をあてはめる。二つの変
数を対数変換してOLSを適用すれば logB＝6.787，a＝0.711が得られる。よって，（5）の推定式は
　　　　　　logP＝6.787−0.711logR
という形になる。逆対数式に含まれる切片係数はB＝6.124×106となる。つまり，第１位都市の計
算上の人口は612.4万人である。残差二乗和は7.874×10−2，決定係数は0.992である。
次に，非線形式（3）をあてはめる。初期値としてOLS解のB＝6.124×106，a＝0.711から始める
と，ガウス・ニュートン法による繰り返し計算は６回で収束し，残差二乗和は初期の8.223×1012
から2.395×1012まで減少する。この反復解法によりB＝8.269×106，a＝0.845の最適パラメータが
得られる。よって，（3）の推定式は
　　　　　　P＝8.269×106R−0.845
となる。ここから，第１位都市の計算上の人口は826.9万人である。線形対数式の場合とは違って，
非線形式の出来の評価に決定係数は用いられない。
２．栃木県域における事例研究
本節では栃木県域に位置を占めるDIDを対象として，都市順位‐規模式の時系列を推定した結果
について述べるとともに，それらの推定式に含まれるパラメータ値の時間的変化について考察す
る。
DIDはわが国市区町村の区域内において人口密度が高く，都市的（urban）とみなされる実質的
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に市街地を形成する区画をあらわし，1960年以来国勢調査のたびに設定されているものである２）。
栃木県域におけるDIDの数は1960年の18地区から2010年の22地区に至るまで，わずかに小幅な動
きで推移してきた。しかし，DIDに含まれる人口数は，1960年に37.2万，1970年に44.4万，1980年
に61.5万，1990年に74.5万，2000年に82.5万，2010年に88.8万まで達し，年平均1.0万人の急激な増
加を示してきた。また，県総人口に占める割合にしても，1960年の24.6パーセントから2010年の
44.2パーセントに至るまで単調に増加した。これらDID人口の趨勢は，都市への人口集中と都市化
のたえまない進展を端的に物語る。
表−１は期首1960年から期末2010年までの，人口統計単位として用いたDIDの地区名および人
口数の一覧である。この表にみるとおり，１市町内に複数のDIDが存在する場合には，各個のDID
は独立した都市として，他方，隣り合う市町のDIDが連接する場合には，それらのDIDはまとめて
１個の都市と定義する。少数例をあげれば，壬生町主要部と「おもちゃのまち」は前者，南河内町
と国分寺町は後者３）である。
表－１　DIDの年次別人口数
DID地区名 1960年 1965年 1970年 1975年 1980年 1985年 1990年 1995年 2000年 2005年 2010年
宇都宮市主要部 125,782 135,353
175,211 208,132
264,426 289,633
328,089 343,161 354,437 368,480 376,341
　〃　峰 ― 9,824
　〃　雀の宮 7,224 9,724 12,747 15,339
河内町 ― ― ― ―
宇都宮市富士見が丘 ― ― ― ― ― 5,145
　〃　清原台 ― ― ― ― ― ― 5,488 7,043 8,041 8,565 8,242
鹿沼市主要部 28,488 27,705 26,331 25,366 24,010 22,115
31,892 34,804 38,531 39,451 41,377
　〃　上原町・茂呂 ― ― ― ― 5,310 7,036
日光市主要部 9,758 9,202 12,484 12,200 11,013 9,710 8,815 7,143 5,049 ― ―
　〃　清滝 ― ― 5,282 5,284 ― ― ― ― ― ― ―
今市市 11,718 12,623 12,457 11,115 10,928 10,171 11,002 10,545 9,676 8,991 9,050
足尾町主要部 8,161 7,293 ― ― ― ― ― ― ― ― ―
　〃　間藤・本山 4,907 ― ― ― ― ― ― ― ― ― ―
真岡市 5,959 5,358 5,348 12,391 14,465 14,423 18,024 20,420 23,913 28,099 27,457
栃木市 31,806 32,443 35,200 39,436 42,352 39,855 44,015 44,847 43,835 42,729 45,020
小山市主要部 14,668 17,469 23,238 33,472 37,867 39,378 49,293 54,741 63,733 71,672 80,108
　〃　間々田 ― ― ― 7,301 9,069 9,884 9,298 11,776 12,215 12,358 12,763
壬生町主要部 ― ― ― ― 5,612 5,422 6,339 6,562 7,361 7,589 7,924
　〃　おもちゃのまち ― ― ― ― 8,164 9,798 10,817 11,139 10,647 11,187 11,479
石橋町 ― 4,910 6,129 7,167 7,201 7,017 7,505 8,024 8,684 9,752 10,301
南河内町 ― ― ― ― ― ― ―
13,447 16,028 18,304 22,383
国分寺町 ― ― ― ― ― ― ―
野木町 ― ― ― ― ― ― 10,318 13,785 13,711 13,632 13,485
大平町 ― ― ― ― ― 7,331 9,006 10,917 11,155 11,986 12,327
矢板市 6,153 6,129 7,923 8,279 7,602 9,900 10,935 12,235 11,588 11,168 11,158
高根沢町 ― ― ― ― ― ― ― ― ― 9,450 13,744
大田原市 9,353 8,755 9,713 10,901 11,957 12,338 12,697 13,260 13,989 14,999 15,813
黒磯市 5,954 6,086 11,557 14,030 14,682 14,416 14,814 20,786 20,089 19,459 18,919
烏山町 5,775 5,429 6,587 5,807 6,358 5,967 5,441 5,330 ― ― ―
西那須野町 4,996 5,148 5,366 5,229 8,802 9,510 11,235 11,077 11,576 12,362 12,735
佐野市 29,559 31,353 31,414 34,838 39,494 40,749 41,013 41,289 40,710 40,070 40,511
田沼町 ― ― ― ― 6,116 5,918 5,369 5,596 5,379 5,190 5,167
葛生町 5,211 4,868 ― ― ― ― ― ― ― ― ―
足利市主要部 57,014 61,840 57,114 78,771 80,056 78,462 88,611 88,328
94,700 94,541 91,768
　〃　福居 ― ― ― ― ― ― 5,409 5,672
（資料）総理府統計局・総務省統計局 『国勢調査報告』により作成。 市町名は2000年国勢調査当時。市町名以下のうち，主要部は市役所本庁舎または
町役場本庁舎所在地を含む範囲，その他は便宜的に使用した地名。
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　２−１　都市順位 ‒ 規模式の推定結果
都市順位‐規模式（5）と（3）のあてはめの結果は表−２に示したとおりである。この表をもとに，
OLSによる（5）の推定式，およびNLSによる（3）の推定式について述べてみよう。
まず，線形対数式（5）のパラメータ値は11年次を通じて高度に有意であり，係数の符号は予期さ
れたとおりである。決定係数は0.986と0.972の間にあり，推定式は約97パーセント以上の高い適合
度をもっている。図−１は，紙幅を節約するために期首と期末を含む３年次に限って，推定式で決
まる直線と実際の順位規模分布をあらわしたものである。本図にみるように，都市規模分布は年を
追うごとに上方へと移動しているが，この時間的変化は都市への人口集中の持続性をよく示してい
る。一見したところ，３本の直線の傾きの差は小さいようである。
年次 標本数
線形対数式 非線形式
log B a 残差二乗和 決定係数 B a 残差二乗和
1960 18 5.108 1.170 5.212 × 10 − 2 0.982 125,800 1.141 1.168 × 108
1965 18 5.137 1.172 4.173 × 10 − 2 0.987 135,400 1.152 1.041 × 108
1970 17 5.202 1.208 5.006 × 10 − 2 0.982 171,800 1.317 3.078 × 108
1975 18 5.292 1.236 4.616 × 10 − 2 0.986 206,100 1.305 2.401 × 108
1980 20 5.328 1.248 6.026 × 10 − 2 0.984 260,600 1.471 6.188 × 108
1985 22 5.307 1.204 1.139 × 10 − 2 0.972 285,100 1.564 1.005 × 109
1990 23 5.384 1.237 1.052 × 10 − 2 0.976 322,900 1.555 1.179 × 109
1995 24 5.399 1.200 9.097 × 10 − 2 0.979 336,600 1.541 1.602 × 109
2000 22 5.441 1.233 7.849 × 10 − 2 0.981 348,000 1.511 1.431 × 109
2005 22 5.439 1.203 8.304 × 10 − 2 0.979 361,300 1.514 1.796 × 109
2010 22 5.453 1.198 9.025 × 10 − 2 0.977 368,100 1.498 2.361 × 109
パラメータ値はすべて0.1パーセント有意。B 値は四捨五入により100人までを示す。
次に，非線形式（3）のパラメータ値も対象期間を通じて高度に有意であり，係数の符号は予想と
違わない。モデル関数が線形に近く，データのあてはまりがよいためであろうか，ガウス・ニュー
トン法の計算アルゴリズムは最大７回で収束した４）。図−２は図−１と同じ３年次について，推定
図－１　順位規模直線と実際の順位規模分布（1960・1985・2010年）
	 点線は傾き係数の値を−1.0で置きかえた補助直線。
表－２　都市順位‐規模式の推定結果（1960～2010年）
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式で決まる曲線と実際の順位規模分布をあらわしたものである。本図に描いた順位規模曲線を図−
１の順位規模直線と比較すれば，以下のとおり，相違点を認める。
第１，曲線による第１位都市の計算上の人口（切片係数の値）と実際人口との差，つまり回帰残
差は３年次を通じて驚くほどに小さい。反対に，直線による第１位都市の回帰残差は，1985年，
2010年になるとかなりのへだたりが生じる５）。第２，直線の傾きは３年次を通じて変化が小さいよ
うにみえるが，他方，曲線の傾き（反りの強さ）には年次差があるようにみえる。すなわち，図中
の推定式で決まる曲線と，傾き係数の値を−1.0で置きかえた補助線とを比較すると，1960年には
差がほとんどないのに，1985年になると大差がついている。
以上要するに，推定式に含まれるすべてのパラメータ値は全11年次において高度に有意である。
この点に関しては線形対数式（5）と非線形式（3）は同一である。しかし，パラメータ値の強度や推
移パターンの点で両推定式の間には差があるように思われる。そこで，このことをきちんと確かめ
るために，切片係数と傾き係数の時間的変化について観察してみよう。
　２−２　推定式に含まれるパラメータ値の経年変化
都市順位‐規模式に含まれるパラメータのうち，切片係数は順位規模分布における第１位都市
への割当人口数を，傾き係数は順位の増加率と人口数の増加率の比，つまり規模の順位弾力性
をそれぞれあらわす。これらのパラメータ値は，都市規模分布に作用する分散化の力（Force of 
Diversification）と統一化の力（Force of Unification）の双方によって決まるものと考えられている。
人間の経済行動理論に基礎をおくジップの説明によると，製品の原料産地が分散多様である場合
には各地点（spot）における原料獲得の可能性は大きく，原料輸送費を最小にしようと努める産業
立地のために分散化の力がはたらき，人口は多数の小さな都市（community）に分散する。これに
反して，製品生産に使用される原料が多様化するにつれて，各地点における原料獲得の可能性は縮
小し，交易は増大する。この場合，最終消費者への製品輸送費を最小にしようと努める産業立地の
ために統一化の力がはたらき，人口は全生産を担う都市に集中する。こうして少数の大きな都市が
出現する。実際の都市規模分布は，これらの相反する二つの力の強弱によって決まる。両力が均衡
すれば，ジップ式（2）に含まれる傾き係数の強度は1.0となる６）。分散化の力が強くなれば人口は小
さな都市に分散するから係数の強度は小となり，逆に，統一化の力が強くなれば人口は大きな都
図－２　順位規模曲線と実際の順位規模分布（1960・1985・2010年）
	 点線は傾き係数の値を−1.0で置きかえた補助曲線。
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市に集中するから係数の強度は大となる（Zipf, 1949, pp.364-366 ; 舘, 1965, pp.51-52 ; 成田, 1971, 
p.92 ; 高阪, 1978, p.225）。
図−３はパラメータ値の時系列を示したものである。切片係数の時系列のうち，OLSで求めたも
のは逆対数式に戻した数値によってあらわしてある。本図にみるとおり，両推定式に対応する折れ
線の差がいちじるしい。
切片係数の折れ線は，逆対数式の時系列における一時のカットオフがみられるものの，全体的に
は右肩上りの増大傾向を示す。逆対数式と非線形式の２時系列は，1975年までの間，小差であっ
た。しかし，1975年以降に増勢の差が拡大する。逆対数式の時系列では1975年の195,800人から
2010年の283,000人への87,200人の増加，非線形式の時系列では1975年の206,100人から2010年の
368,100人への162,000人の増加であり，両者の間には1.8倍以上の差が開いている。
このように，非線形式の折れ線は上昇傾向が続く。しかし，子細に観察すれば，増勢はおよそ
1990年ごろからスローダウン化したことがわかる。増加数の５年ごとの平均を求めると1990年以
前に32,900人，1990年以後に11,300人であり，増加の幅はたしかに先細りしている。
次には傾き係数に注目してみよう。係数値は期末の2010年に至るまで，２時系列ともに境界値
の1.0を優に超えている。このことより，都市規模分布にはたらく統一化の力は恒常的に分散化の
力を上回ったという状態がうかがわれる。しかし，２時系列の差は判然としている。
線形対数式の時系列では1.2前後の値が連続し，増減の変化は少ない。その範囲（range）は0.078
であり，非線形式の0.423と比べれば随分小さい。その一方，非線形式の時系列は次のように二つ
の時期に区別される推移パターンを示している。第１は係数の強度が増大傾向にある期首から1985
年までの前半期のパターン，第２は係数の強度が微増減に転化して変動の幅が縮小する，その後の
後半期のパターンである。変動の幅は，前半期における1960年の1.141と1985年の1.564の間の0.423
から，後半期における1985年の1.564と2010年の1.498の間の0.066へと，約１/６に縮小している。
このことは，都市規模分布にはたらく統一化の力が後半期に入って以来，急激に弱まり安定化した
ことを示している。
以上要するに，栃木県域の都市規模分布に作用したと考えられる二つの力のうちでは，少数の大
きな都市を発達せしめる統一化の力が対象期間を通じて終始優勢であったといえよう。しかし，統
一化の力の50年にわたる変化に関しては式の推定法による食い違いが生じている。線形対数式の
図－３　推定式に含まれるパラメータ値の経年変化
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OLS推定によれば，統一化の力は終始安定していた。これに対して非線形式のNLS推定によれば，
対象期間半ばに至るまで強化を持続させていた統一化の力が，この時期を境に弱化ないしは安定化
の傾向へと転化した。このように，両推定式にはかなりな差が認められる。ただし，現在使用され
ている何らかの統計的方法によって，両者の良否を見分けることは困難である。この点に関しては
一定の結論を簡単に引出すことはできそうにない。
３．推定式に含まれる傾き係数の考察
都市順位‐規模式に含まれる傾き係数は対象都市群のなかに潜在する性質を強く反映させてい
る。当分野の研究者たちがこの種のパラメータに関心を払ってきたのはそのためである。本節で
は，推定式に含まれる傾き係数について少し掘り下げてみたい。はじめに，近代の栃木県域におけ
る都市順位‐規模式をOLS，NLS両法で推定し，これと前節での研究結果を併せて考え，ローカル
レベルでの傾き係数の時間的変化について再検討する。次いで，現代日本の国家的都市群または地
域的都市群を対象とする先行研究をレビューし，傾き係数の時空間変動について概括するととも
に，すでに報告されているそれらの推定値とNLSにより再計算される推定値とを比較してみよう。
　３−１　近代の栃木県域における都市順位 ‒ 規模式
都市順位‐規模式の推定には市街地の現住人口資料が不可欠である。その資料収集のため，近
代期の公刊統計を検索した結果から，明治前期・大正期・昭和前期の３期４年次の時点で調査さ
れた人口資料を用いることにする。明治前期については５種類の戸口資料が知られている（黒崎, 
1974）。そのうち『日本地誌提要』と『共武政表』は本籍人口のみを収録している。『地方行政区
画便覧』は地区別人口を表示していない。他方，『都府名邑戸口表』（1884年）と『市街名邑及町村
二百戸以上戸口表』（1886年）は主要市街の現住人口を収録している。このようなことから，明治
前期については後二者を利用する７）。
大正期と昭和前期については国勢調査の人口資料が利用可能である。ただし近代においても人口
密度が高く，都市的とみなされうる市または町の行政区画には，多かれ少なかれ田園地帯その他の
市街地ではないエリアが含まれていたから，そうした市町の人口をそのままに市街人口と定義する
のは不適当である。そこで，1920年と1930年国勢調査による市町人口と職業別人口を用いて，市
街人口を推計する。それは市町 i の人口（Si）に非農業人口比率（1−Ti）を乗じることによって
算出される。この農業人口比率（Ti）が非都市的要素のバロメータをあらわしている。このように
して求まる市街人口は推計値ではあるが，よい近似値であることはまず間違いない８）。
表−３は近代の４年次における，人口統計単位として用いた主要市街の地名と人口数の一覧であ
る。本表にみるとおり，現代におけるDIDとの整合を保つために，現住人口5,000人以上の主要市
街をもって都市と定義する９）。
さて，近代期の資料集合に対する都市順位‐規模式のあてはめの結果は，表−４のとおりであ
る。OLS推定およびNLS推定によるパラメータ値は４年次を通じてすべてが高度に有意であり，係
数の符号は予想どおりである。ここで傾き係数に焦点をあわせよう。線形対数式に含まれる推定
値，つまり傾き係数の強度は，明治前期の1884 ・1886年と大正期1920年の３年次において境界値
の1.0より小であるが，昭和前期の1930年にはわずかながら1.0を超えている。これに対して，非線
形式に含まれる推定値は４年次を通じて1.0より小である。
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次には，近代の４年次と前節で調べた現代の11年次の各時系列を連結して観察し，傾き係数の
100年余にわたる長期的変動を考えてみよう。OLS推定値は1884年から1920年までが1.0より小，
1930年から現在の2010年までが1.0より大である。それゆえ，傾き係数の時系列は構造的に２期に
区別されることがわかる。他方のNLS推定値は1884年から1930年までが1.0より小，1960年から
2010年までが1.0より大であるから，この時系列もまた先に述べたOLS推定の場合のように２期に
区別される。しかし，NLS推定値が境界値の1.0を超えた時期，いわば傾き係数の転換期はOLS推
定値の場合よりも後年になってからの，近現代の交わりのころであったと考えられる。
傾き係数の２時系列に共通する，1.0より小から1.0より大へという係数値の推移パターンをジッ
プ流の説明原理にしたがって見直せば，およそ次のようなことがいえる。すなわち，明治前期から
傾き係数の転換期にかけては，都市規模分布にはたらく二つの力のうち分散化の力が優勢であり，
そのため，近世以来の都市に加えて中小の地方都市が発達し，都市数の増加がみられた。その間に
も統一化の力は次第に高まりつつあって，分散化の力をついには上回った。傾き係数の転換期以
降，現在に至るまでの間には都市数にさしたる変化はみられなかった反面，統一化の力が上位都市
の成長を促し，とりわけ第１位都市である宇都宮の急激な人口増加と首位性上昇10）という大きな
変化をもたらしたのであろう。傾き係数の時系列からいえることは以上のとおりである。
表－３　近代における主要市街の年次別人口数
表－４　都市順位‐規模式の推定結果（1884～1930年）
市 街 名
1884年 1886年 1920年 1930年
市街人口 市街人口
市町人口 農業人口 市街人口 市町人口 農業人口 市街人口 
（S） 比率（T） （U） （S） 比率（T） （U）
宇都宮 17,450 20,475 63,771 0.083 58,478 81,388 0.061 76,423
鹿沼 6,797 6,922 18,097 0.122 15,889 21,969 0.104 19,684
今市 ― ― 10,386 0.334 6,917 12,667 0.314 8,690
日光 ― ― 17,378 0.158 14,632 19,545 0.130 17,004
足尾 ― ― 32,804 0.042 31,426 23,803 0.048 22,660
真岡 ― ― ― ― ― 9,739 0.456 5,298
栃木 5,311 5,591 24,570 0.201 19,631 29,684 0.167 24,727
小山 ― ― 10,769 0.267 7,894 13,975 0.240 10,621
大田原 ― ― 9,116 0.276 6,600 10,940 0.288 7,789
烏山 ― ― 6,070 0.124 5,317 7,451 0.112 6,616
佐野（犬伏・堀米を含む） 10,804 11,067 23,504 0.273 17,087 26,504 0.283 19,003
田沼 ― ― 12,595 0.548 5,693 12,839 0.525 6,099
足利 13,191 14,632 33,637 0.066 31,417 43,898 0.041 42,098
（資料）内務省地理局『都府名邑戸口表』（明治17年），内務省総務局『市街名邑及町村二百戸以上戸口表』（明治19年）， 内閣統計局『国勢調
査報告』により作成。1884・1886年の市街人口は資料に集録される都府名邑または市街名邑のうち 現住人口5,000人以上を示す。1920・1930
年の市街人口はその当時の市と町のうち，U＝S×（1－T）の算式による推計人口5,000人以上を示す。
年次 標本数
線形対数式 非線形式
log B a 残差二乗和 決定係数 B a 残差二乗和
1884  5 4.293 0.726 1.649 × 10 − 2 0.907  18,100 0.611 7.686 × 106
1886  5 4.359 0.810 1.293 × 10 − 2 0.939  21,200 0.695 7.438 × 106
1920 12 4.861 0.994 8.585 × 10 − 2 0.932  59,400 0.815 1.079 × 108
1930 13 4.943 1.021 4.743 × 10 − 2 0.953  76,800 0.910 7.057 × 107
パラメータ値はすべて0.1パーセント有意。B 値は四捨五入により100人までを示す。
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　３−２　先行研究における現代日本の都市順位 ‒ 規模式
現代日本の国家的都市群または地域的都市群を対象として都市順位‐規模式の推定を行った事例
研究は多数に上る。表−５は先行研究の少数例を示したものである。本表にみるように，推定式は
OLSによる線形対数式ばかりによって占められており，ほとんどの式が高い適合度をもっている。
しかし，ここに掲げた傾き係数には都市の定義や統計年次その他に起因すると思われる差違が認め
られる。傾き係数の強度における差違については，次のような事実が読みとれよう。
表－５　先行研究における傾き係数等の一覧
研　究 モデル 対象地域 都市の定義 人口の下限 標本数 統計年次 傾き係数 決定係数
舘（1960） LL式 全国 行政市 >200,000 35 1955 0.894 n.a.
鈴木（1965） LL式 全国 行政市 ―　 全557 1961 0.797 0.867
石水（1966） LLパレート式 全国 行政市 >300,000 27 1965 1.000 0.978
鈴木（1971） LL式 全国 行政市 >50,000 n.a. 1968 0.846 n.a.
東日本 〃  〃　 〃 〃 0.860 〃
西日本 〃 〃　 〃 〃 0.782 〃
大友（1979） LL式 全国 DID >100,000 n.a. 1965 3.72 0.872
〃 >50,000 〃 〃 3.01 0.870
〃 >30,000 〃 〃 2.63 0.882
〃 >20,000 〃 〃 2.31 0.898
〃 >10,000 〃 〃 1.89 n.a.
〃 >5,000 〃 〃 1.57 〃
Rosen & Resnick （1980） LLパレート式 全国 行政市 ―　 上位50 1970 1.289 0.979
吉村（1995） LLパレート式 全国 行政市町村 ―　 全3245 1990 0.776 0.915
行政市 ―　 全655 〃 1.083 0.972
都市圏 ―　 110 〃 0.937 0.932
Soo （2004） LLパレート式 全国 行政市 ―　 221 1995 1.317 n.a.
井内（1982） LL式 北関東３県 行政市町 ―　 50 1965 0.704 0.927
〃 ―　 〃 1975 0.716 0.951
DID ―　 〃 1965 0.870 0.931
〃 ―　 〃 1975 0.933 0.945
山崎（1985） LL式 九州７県 行政市 ―　 全39 1950 0.745 0.948
〃 ―　 全78 1960 0.785 0.980
〃 ―　 全79 1970 0.901 0.979
〃 ―　 全84 1980 0.933 0.979
高阪（1978） LL式 新潟県 行政市町村 >10,000 62 1955 0.758 0.979
〃 〃　 61 1965 0.812 0.978
〃 〃　 57 1975 0.889 0.986
〃 〃　 57 1985 0.930 0.987
〃 〃　 57 1995 0.952 0.986
山田・羽田野（1981） LL式 北海道 DID ―　 n.a. 1960 1.245 0.970
〃 ―　 〃 1965 1.267 0.983
〃 ―　 〃 1970 1.208 0.993
〃 ―　 〃 1975 1.255 0.994
〃 ―　 〃 1980 1.279 0.992
高津（1982） LL式 新潟県 行政市町村 ―　 62 1960 0.894 n.a.
〃 ―　 〃 1965 0.938 〃
〃 ―　 〃 1970 0.979 〃
〃 ―　 〃 1975 1.013 〃
〃 ―　 〃 1980 1.035 〃
現代日本における都市順位−規模式の少数例を示す。推定法はすべてOLSによる。LLは線形対数（log-linear），n.a.は記載なしを示す。高阪（1978）
の1985・1995年は予測人口，山田・羽田野（1981）の1980年は推計人口による。
40
第１，地域的都市群から抽出された係数の強度は年を追って強まる（高阪，1978；井内，1982；
高津，1982；山崎，1985）。この経年変化傾向は，ジップのいう統一化の力の強化を物語る。第
２，人口統計単位として市町村の行政区画よりDIDを用いた方が係数の強度は大となる。この点は
井内（1982）をみれば明らかである。また，地域的都市群を対象とする同種の事例研究において
も，DIDを用いた山田・羽田野（1982）が常に1.0以上の値を示すのに対し，行政区画を用いた高
阪（1978），高津（1982），山崎（1985）は比較的小さな値を示している。第３，これはわずかに
１事例をみるにすぎないが，国家的都市群を対象として人口階級区分による傾き係数の可変性を考
察した大友（1979, pp.128-129）によれば，都市人口の下限を下げるほど，係数の強度は次第に小
となる。
ところで，当分野の先行諸研究が都市順位‐規模式の推定に用いた方法は伝統的にOLSであっ
た。他方NLSの適用例は不思議なことに１件すらも確認することができない。そこで，いま試み
に，先行研究と同じ内容の資料集合を用意してNLSをあてはめた場合，どのような結果が得られる
かを高阪（1978）に例をとり，実験的に確かめてみよう。
高阪の研究は，新潟県域における都市規模分布の構造的変化を動態的分析の枠組によって考察し
た実証研究の試みである。1955 ・1965 ・1975年の３年次における既成の人口統計と，1985 ・1995
年の２年次におけるマルコフ連鎖モデルで求めた予測人口を用いて，各年次における都市順位‐規
模式をOLSにより推定し，その結果をもとに，傾き係数の５年次にわたる時系列が「1955年の0.758
から1995年には0.952となり，1.0に近づきつつある。このことから，新潟県の都市規模分布は，分
散化と統一化の両力の均衡を示すジップの順位‐規模分布に近づきつつあるといえよう。」（高阪，
1978，p.230）と結論づける。
表−６には，変数変換を施していない当初の資料集合に対する，NLSの適用結果が示されてい
る。非線形式の傾き係数は５年次を通じて単調に増加しており，高阪による線形対数式のOLS推定
値と同様の推移パターンをあらわしている。しかし，係数の強度は全体的にOLS推定値より高いレ
ベルで推移する。子細に観察すると1975年までは1.0より小，1985年以降は1.0より大である。すな
わち，1975年から1985年にかけてのある時点ですでに，傾き係数が境界値の1.0を超え，当地域の
都市規模分布が分散化と統一化の両力の均衡する順位規模法則パターンに到達したという可能性が
強い。以上のように推定法の違いによって結果に齟齬が生じている。こういうわけであるから，今
後のこの種の研究においては，伝統的なOLSのうえにNLSを併用するモデル推定のやり方が望まれ
る。
表－６　新潟県域の都市順位–規模式に含まれるパラメータ値の比較
年次 標本数
線形対数式 非線形式
log B a B a
1955 62 5.375 0.758 245,600 0.788
1965 61 5.468 0.812 332,200 0.904
1975 57 5.550 0.889 395,700 0.973
1985 57 5.613 0.930 453,300 1.021
1995 57 5.650 0.952 489,200 1.044
線形対数式は高阪（1978, p.226, 第２表）による。対象都市は国勢調査人口10,000人以上の市町村。
1985・1995年の人口はマルコフ連鎖モデルで求めた予測値が用いられている。
非線形式は筆者の計算による。1985・1995年人口は高阪論文中の予測値を使用。
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４．むすびに代えて
ジップの順位法則に由来する都市順位‐規模式は今のところ二通りの推定法で解くことが可能で
ある。一つはジップ以来の線形対数式とOLSを用いる方法，もう一つは本来の非線形式とNLSを用
いる方法である。現在の統計理論に裏打ちされたこれらの方法は，出来のいかんにかかわらず両者
それぞれに正しい結果をもたらす。問題は二つの結果が一致しないことと，両者の優劣を判別する
ことができないことである。このような場合，AICその他のモデル評価規準によって，両者の比較
を行う解決策も考えられよう。しかし，それはここでは適用可能ではない。というのも，情報量規
準の計算に用いる双方の資料集合が互いに異次元のメトリックをもつからである。どちらの推定結
果を選択するか，モデル選択をどのようにとり扱うかが今後の検討課題として残されている。
〔付記〕擱筆するに際し，文献と資料収集に協力をいただいた関係諸機関，とりわけ埼玉大学図
書館ならびに一橋大学社会科学統計情報研究センターの方々に感謝の意を表する次第である。
＜注＞
１）総務省自治行政局『住民基本台帳に基づく人口，人口動態および世帯数』による３月期人口。
東京区部は一括して１市と数える。115市の最大人口は東京区部の896.7万人，最小人口は兵庫
県伊丹市の20.1万人。
２）国勢調査では原則として調査区の人口密度が4,000人/㎢ 以上あり，そのような調査区が互いに
隣接して合計人口が5,000人以上の規模に達した場合，この人口密集区域は１個のDID（人口
集中地区）として画定される（大友，1963）。
３）両町は石橋町とともに３町合体し，2006年に下野市となった。したがって表中の2010年の欄
にある22,383人は，もはや隣り合う町の連接するDIDの合算人口ではなくして１市内にある１
個のDID人口を示している。
４）切片係数と傾き係数の初期値としてOLS推定値を用いた。図−２の各年次における反復計算の
概要は次のとおりである。1960年には反復計算が３回で収束し，残差二乗和は初期の1.266×
108から1.170×108まで減少した。1985年には反復計算６回で収束し，残差二乗和は初期の7.959
×109から1.005×109まで減少，2010年には反復計算７回で収束し，残差二乗和は初期の9.740
×109から2.361×109まで減少した。反復計算が７回で収束したのは1995 ・2005 ・2010年の３
年次であった。
５）へだたり具合を比較するため，順位規模直線（OLS）または順位規模曲線（NLS）における第
１位都市の標準化残差を全年次について記せば，次のとおりである。
年次 1960 1965 1970 1975 1980 1985 1990 1995 2000 2005 2010
OLS −0.152 −0.119 0.710 0.494 1.630 2.050 1.867 2.125 1.725 1.970 1.821
NLS −0.007 −0.020 0.802 0.552 0.710 0.716 0.773 0.868 0.847 0.843 0.831
６）この場合の順位規模分布は順位規模法則パターン（rank-size rule pattern）となる。都市化が
高度な段階に到達した国や地域には該当例が多いとされる。
７）明治中・後期については好適な人口資料が得られないので，クロスセクション分析を積上げる
ための時間断面は設定しなかった。
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８）正井・松本（1971，p.4，第２表）は1920年当時の関東地方における市街地人口を推計し，栃
木県域の市街地については，宇都宮59,000人，栃木20,400人，鹿沼15,800人の３例を表示して
いる。筆者が計算したこれら３市街の人口は，宇都宮58,500人，栃木19,600人，鹿沼15,900人
であった。以上のように，３市街ともに両推計値は僅差である。
９）市街人口5,000人のラインは地方都市のミニマムサイズであるように思われる。木内（1951, 
pp.266-271）によれば，わが国の都市農村の階級序列は人口5,000～10,000の田園中心，10,000
～20,000人の地方町，20,000～50,000人の小都市，等々に区分され，うち田園中心と地方町が
地方都市の下～中位に属するものとされている。
10）近現代を通じて第１位都市の座を保持してきた宇都宮と第２位都市との人口比（index of 
primacy）を記せば次のとおりである（表−１，表−３参照）。
 年次 1884 1886 1920 1930 1960 1970 1980 1990 2000 2010
人口比 1.32 1.40 1.86 1.82 2.21 3.07 3.30 3.70 3.74 4.10
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